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Энергия и квадрат модуля волновой функции основного состояния ядер 6, 7, 9, 10Be вычислены мето-
дом континуальных интегралов Фейнмана в модели взаимодействия альфа-кластеров и внешних
нуклонов. Для энергии получено согласие с экспериментальными данными. Продемонстрировано
проявление в структуре ядра 7Be кластера 3He. Для ядер 7, 9, 10Be также были проведены расчеты в обо-
лочечной модели деформированного ядра. Обе модели позволили объяснить отрицательное значение
параметра квадрупольной деформации ядра 7Be и положительное значение параметра квадрупольной
деформации ядер 9, 10Be.
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ВВЕДЕНИЕ

Низкоэнергетические реакции с участием ядер
трития, гелия, лития и бериллия [1] составляют
значительную часть изученных и продолжающих
изучаться в настоящее время ядерных реакций.
Реакции с изотопами Be представляют значи-
тельный интерес с нескольких точек зрения. Ра-
диоактивное ядро 7Be (с периодом полураспада

 = 53 д) является зеркальным по отношению к
стабильному ядру 7Li, которое можно предста-
вить состоящим из α-кластера и тритонного кла-
стера [2–4]. Ядра 9Be и 10Be представляют состоя-
щими из двух α-кластеров и, соответственно из
одного и двух внешних (валентных) слабосвязан-
ных нейтронов [5–7]. Знание свойств и волновой
функции основного состояния нуклидов берил-
лия необходимо для теоретического описания ре-
акций с их участием.

Уравнение Шредингера в рамках задачи трех
тел с ортогональным проектированием впервые
было решено для ядра 6Li в работе [8]. В работе [9]
уравнение Шредингера для трехтельной системы
6Не (n + n + α) было решено с помощью разложе-
ний по гиперсферическим функциям. В работах
[10, 11] волновые функции системы трех тел были
получены с помощью гауссового базиса и числен-
ного решения системы интегральных уравнений
Хилла–Уилера (Hill−Wheeler). Более простую

возможность вычисления энергии  и плотно-
сти вероятности  для основного со-
стояния n-частичной системы дает метод конти-
нуальных интегралов Фейнмана [12–17]. Его
универсальность позволила в едином подходе
выполнить расчеты для ряда малонуклонных
ядер: 3H, 3, 4, 6He, 6, 7, 11Li [3, 4, 16, 17]. В данной
работе подобные многотельные расчеты прове-
дены для ядер 7, 9, 10Be.

МЕТОД КОНТИНУАЛЬНЫХ ИНТЕГРАЛОВ 
ФЕЙНМАНА

Энергия  и квадрат модуля волновой функ-
ции основного состояния  зависящей от ко-
ординаты q, могут быть найдены с помощью вве-
денных Р. Фейнманом континуальных интегралов
(интегралов по траекториям) [12, 13]. Континуаль-
ный интеграл (пропагатор) в мнимом (евклидо-
вом) времени  [14, 15] для частицы массой
m с потенциальной энергией  можно предста-
вить (см. [4, 7]) в виде
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Здесь τ = NΔτ и угловыми скобками k…l обозначе-
но усреднение по случайным -мерным
векторам (“траекториям”) [7], которое может быть
выполнено методом Монте-Карло. Для реализации
расчетов средних по случайным траекториям в дан-
ной работе использована технология CUDA парал-
лельных вычислений на графических процессорах
[18–20]. Расчеты были выполнены на гетерогенном
кластере “HybriLIT” [21] Лаборатории информаци-
онных технологий Объединенного института
ядерных исследований.

Энергии   и квадраты модуля волновой
функции   основного и первого
возбужденного состояний определяют первые
члены асимптотики пропагатора в пределе 
[14, 15]

(2)

Для удобства расчетов в масштабах действия
ядерных сил удобно использовать безразмерные
переменные   

    где
 фм,  МэВ,  – масса нейтрона,

 ≈  с,  ≈  то-
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Наличие линейной части графика зависимости (3)
позволяет непосредственно вычислить квадрат
модуля ненормированной волновой функции ос-
новного состояния 

(5)

а с помощью линейной регрессии найти энергию
основного состояния  [3, 7, 16, 17].

Формулы (1)–(5) естественным образом обоб-
щаются на случаи большего числа степеней сво-
боды. Поскольку волновая функция основного
состояния не имеет узловых точек (линий или по-
верхностей) и не меняет знака, ненормирован-
ная волновая функция может быть найдена по
формуле

(6)

( )− 1N

0,E 1E
Ψ 2

0( ) ,q Ψ 2
1( )q

τ → ∞

( )τ → Ψ ×
τ τ   × − + Ψ − +  

  
τ → ∞


 

2
0

20 1
1

, ; ,0 ( )

exp ( ) exp ,

.

EK q q q
E Eq

= 0 ,q q x = ε
0( ) ,V V q = ε

0 0 0E E
= 0 ,m m m τ = τ 0 ,t Δτ = Δτ 0 ,t =

E E 0,K K x
=0 1x ε =0 1 0m

= 2
0 0 0t m x −⋅ 231.57 10 = ε 0 0 0b t 0 02412,.

τ

( )− −τ ≈ Ψ − τ     21 1
0 E 0 0 0ln , ; ,0 ln ( ) ,b K q q b q E

( ) ( )
=

τ ≈ ×
πτ

 
× −Δτ 

 


   


 

1 2

E

0
1 0,

, ; ,0
2

exp ( ) .
N

k
k N

mK q q

b V q

Ψ 2
0( ) ,q

( )Ψ = τ   2
0 E( ) const , ; ,0 ,q K q q

0E

( )Ψ = τ0( ) , ; ,0 .Eq K q q

Точность данного метода для трехмерного
изотропного осциллятора с дискретным спек-
тром состояний продемонстрирована в работе
[7]. Типичные модельные парные потенциалы
взаимодействия нуклонов с нуклонами, нукло-
нов с α-кластером и α-кластера с α-кластером
имеют область притяжения с конечным радиу-
сом и отталкивательный кор на малых расстоя-
ниях между частицами. Для проверки примени-
мости и оценки степени точности метода для по-
добных потенциалов в случаях дискретного и
непрерывного спектров рассмотрим модельные
системы из нескольких взаимодействующих
только с бесконечно тяжелым остовом частиц
массы m, равной массе нейтрона. В качестве пар-
ных потенциалов выберем потенциалы, для кото-
рых известны аналитические выражения для энер-
гии основного состояния  В модифицированном
потенциале Пешля–Теллера [22], соответствую-
щем притяжению между частицами

(7)

энергия основного состояния равна

(8)

График потенциала (7), которому соответству-
ет энергия основного состояния частицы  =
= −20 МэВ, показан на рис. 1а. Расчет методом
Монте-Карло для  траекторий с шагом
сетки  дал значение  МэВ
достаточно близкое к точному.

В потенциале Морса [22] с отталкивательным
кором

(9)

энергии s-состояний находятся из уравнения
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где F − вырожденная гипергеометрическая
функция,
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Графики потенциалов (9), которым соответ-
ствуют энергии основного состояния частицы

 = −1 МэВ и  = −5 МэВ показаны на рис. 1а.
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= 1.58 фм. Для системы из двух взаимодействую-
щих только с бесконечно тяжелым остовом частиц
энергия основного состояния равна  для
потенциалов Морса, показанных на рис. 1а,  =
= −2 МэВ и  = −10 МэВ, соответственно. Ре-
зультаты расчетов пропагатора для 
траекторий с шагом сетки  показаны на
рис. 1б. С помощью линейной регрессии, при-
мененной к линейному участку графика, были
получены значения  МэВ и

 МэВ соответственно. Они до-
статочно хорошо согласуются с точными значения-
ми. Недооценка точного значения −2 МэВ может
быть обусловлена заметным вкладом в пропагатор
состояний непрерывного спектра с 

ОСНОВНОЕ СОСТОЯНИЕ ЯДЕР 6, 7Be
Принцип Паули для ядер 6, 7Be можно не учи-

тывать, если рассматривать их как систему из
остова (α-кластера) и внешних нуклонов с кон-
фигурациями {p, p} и {p, p, n} соответственно. В
таком случае в рассматриваемых системах будет
не более двух тождественных нуклонов. Ядерная
часть потенциальной энергии взаимодействия
внешних нуклонов в ядре 7Be может быть пред-
ставлена в виде суммы парных взаимодействий
нуклонов друг с другом [3, 23]

(13)

Здесь  ‒ триплетный потенциал взаимо-
действия протона с нейтроном, имеющий место в

дейтроне,  и  − это не
имеющие связанных состояний синглетные по-
тенциалы взаимодействия соответственно прото-
на с нейтроном и протона с протоном.

Потенциал взаимодействия протона с -кла-
стером  включал ядерную (N) и кулонов-
скую (C) части
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Для кулоновской части взаимодействия исполь-
зовалось известное выражение для энергии то-
чечного заряда в поле равномерно заряженного
шара. Ядерная часть эффективного потенциала
взаимодействия нуклона с ядерным остовом

 в работе [3] была выбраны в виде
комбинации

(15)
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Рис. 1. (а) Графики потенциалов:  (7) для энер-

гии основного состояния частицы  = −20 МэВ
(сплошная кривая) и  (9) для энергии основного

состояния нейтрона  = −1 МэВ (штриховая кри-

вая), и  = −5 МэВ (штрих-пунктирная кривая),
горизонтальные отрезки – соответствующие уровни
энергии; (б) Зависимости нормированного логариф-

ма пропагатора  от мнимого времени  для
системы из двух частиц, взаимодействующих только с
бесконечно тяжелым остовом потенциалом  (7),

для энергии основного состояния  = −2 МэВ

(точки), и  = −10 МэВ (кружки): прямые – ре-
зультаты линейной регрессии, примененной к ли-
нейному участку графика.
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Графики функции  взаимодействия протона

с -кластером в ядрах 6Be, 7Be и потенциала 
взаимодействия протона с нейтроном в ядре 2Н
показаны на рис. 2а. Выражение (15) имеет смысл
псевдопотенциала сильного взаимодействия -
кластера с нейтроном и протоном, аналогичного
псевдопотенциалу [24], используемому в физике
металлов для описания взаимодействия внешних
электронов (из зоны проводимости) с атомными
остовами. Второе положительное слагаемое в (15)
объясняется наличием отталкивательных кóров в

( )U r

α
+

−
(1 )
p nV

α

потенциалах нуклон-нуклонного взаимодействия
и следствием принципа Паули. Энергия основно-
го состояния в системе остов-нуклон оказывается
близкой к энергии самого верхнего заполненного
уровня оболочечной модели ядра. При этом состо-
яния нуклонов ядерного остова, соответствую-
щие нижележащим уровням, оказываются ис-
ключенными (запрещенными).

Вычисления производились в системе центра
масс. Для ядра 6Be (системы p + p + α) с радиус-
векторами протонов   и радиус-вектором
α-кластера  координаты Якоби (см., например
[13]) равны

(17)

Для ядра 7Be (системы p + p + n + α) использова-
лись координаты Якоби

(18)

при этом из-за небольшой разницы масс протона
и нейтрона их массы считались одинаковыми.
Вычисление плотности вероятности по формуле (5)
для ядра 6Be с потенциальной энергией, симмет-
ричной по отношению к перестановке протонов,
дает координатную волновую функцию, симмет-
ричную по отношению к перестановке протонов.
Для ядра 7Be с потенциальной энергией

(19)

симметричную по отношению к перестановке
протонов волновую функцию можно получить,
образовав симметричную комбинацию в коор-
динатах Якоби

(20)
где

(21)

Для определения энергии  основного состо-
яния ядер 6, 7Be численные расчеты пропагатора (4)
проводились с числом траекторий  и
шагом сетки по мнимому времени  Ре-
зультаты показаны на рис. 2. Экспериментальное
значение энергии разделения  ядра 7Be на α-кла-
стер, два протона и нейтрон равно 9.31 МэВ [25].
Ядро 6Be нестабильно, энергия системы из α-кла-
стера и двух протонов положительна  = 0.593 МэВ
[25]. Результаты расчетов пропагатора для

 траекторий с шагом сетки  по-
казаны на рис. 2б. С помощью линейной регрес-
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Рис. 2. (а) Графики ядерного псевдопотенциала 
(15) взаимодействия протона с -кластером в ядрах
6Be, 7Be (сплошная линия) и потенциала  взаи-
модействия протона с нейтроном в ядре 2Н (штрихо-
вая линия). (б) Зависимости нормированного лога-

рифма пропагатора  от мнимого времени 
для 6Be (точки) и 7Be (кружки): прямые – результаты
линейной регрессии, примененной к линейному
участку графика.
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сии, примененной к линейному участку графика,
были получены достаточно близкие к экспери-
ментальным значения  МэВ для 6Be
и  МэВ для 7Be.

Распределение плотности вероятности 
для трехтельной конфигурации короткоживущего
ядра 6Be (p + p + α) с положительной энергией основ-
ного состояния (см. рис. 2б) показано на рис. 3. Во
время существования короткоживущего ядра 6Ве
(резонанса при тройном столкновении) наиболее
вероятными являются конфигурации с объедине-
нием протонов в двухпротонный кластер и сига-
рообразная конфигурация (p–α–p).

Плотность вероятности  для четырехтель-
ной конфигурации ядра 7Be (p + p + n + α) сходна
с приведенной в работах [3, 4] плотностью веро-
ятности для ядра 7Li (n + n + p + α). Наиболее ве-
роятным является расположение внешних нук-
лонов в виде кластера 3Нe [3, 7] (правильного
треугольника), тесно соединенного с почти сфе-
рическим кластером 4Нe. Это позволяет заклю-
чить, что ядро 7Be также сильно деформировано,
как и сильно деформированное ядро 7Li с пара-
метром квадрупольной деформации  [26].
Сплюснутая форма ядра 7Be может соответство-
вать усреднению по всевозможным поворотам
системы 3He + α вокруг направления, перпенди-
кулярного межкластерной оси.

В качестве дополнительной модели ядра 7Be
была использована оболочечная модель с аксиаль-
но-симметричной ядерной частью потенциала в
форме Вудса−Саксона (см. например, [25]). Куло-
новская часть потенциала для протонов представ-
ляла собой электрическое поле однородно заряжен-
ного сплюснутого эллипсоида и вычислялась чис-
ленно. Численное решение уравнения Шредингера
для нуклонов при  выполнялось методом,
приведенным в [27]. Значения параметров потен-
циала определялись из условия равенства энергий
отделения нуклонов с верхних заполненных уров-
ней экспериментальным значениям энергии отде-
ления. Полученная схема уровней протонов
(энергия отделения протона равна 5.61 МэВ, [25])
приведена на рис. 4а, плотности вероятности для
заполненных низших уровней с квантовыми чис-
лами   (  − модуль проекции
полного углового момента нуклона на ось сим-
метрии ядра) показаны на рис. 4б. Уровни и плот-
ность вероятности для нейтронов имеют анало-
гичный вид. Двум нейтронам и двум протонам на
глубоких низших уровнях, соответствующих
уровню  сферического ядра с проекцией пол-
ного момента на ось симметрии ядра 
отвечает ядерный остов, близкий к поляризован-
ному α-кластеру. Внешние нейтрон и два протона

=0 1.3±0.5 E
= − ±0 9.5 0.5 E

( )τ E , ;K x y

Ψ 2
0

β ≈ −2 1

β = −2 1

= 1 2,jm = 3 2jm jm

1 21s
= 1 2,jm

ядра 7Be на подуровне с проекцией полного мо-
мента на ось симметрии ядра  соответ-
ствующем уровню  сферического ядра, опре-
деляют сплюснутую форму ядра 7Be. Таким обра-
зом, и четырехтельная и оболочечная модели
объясняют отрицательное значение параметра
квадрупольной деформации ядра 7Be.

= 3 2,jm

3 21p

Рис. 3. Топография (в логарифмическом масштабе)
пропагатора  системы 6Be (p + p + α) для

= 20 в координатах Якоби  (а) и  (б). Наи-
более вероятными являются конфигурации с объеди-
нением протонов в двухпротонный кластер 1 и сига-
рообразная конфигурация 2. Область 3 соответствует
короткоживущему состоянию (резонансу) при столк-
новении протонов вдали от α-кластера. Областям 4 и
5 соответствуют аналогичные резонансы при столк-
новениях протона с α-кластером вдали от другого
протона.
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ОСНОВОЕ СОСТОЯНИЯ ЯДЕР 9, 10Be
Ядра 9Be и 10Be представим состоящими из

двух α-кластеров и из одного и двух нейтронов
соответственно. Потенциальная энергия взаимо-
действия двух α-кластеров на расстояниях, превы-
шающих удвоенный среднеквадратичный зарядо-
вый радиус ядра 4Не (1.68 фм, см. например [25]),
может быть выбрана в форме комбинации потенци-
ала Вудса−Саксона с параметрами Акюза−Винтера
[28] и потенциала кулоновского отталкивания двух
точечных зарядов  =  На ма-
лых расстояниях кулоновская часть  может
быть представлена в форме потенциала взаимодей-
ствия двух равномерно заряженных шаров. Ядер-
ную часть взаимодействия α-кластеров с учетом
усредненного действия отталкивательного кора
нуклон-нуклонного взаимодействия и принципа
Паули можно описать с помощью псевдопотен-
циала  в форме суммы двух функций типа
Вудса−Саксона

(22)

α−α( )V r α−α α−α+(N) (C)( ) ( ).V r V r

α−α
(C) ( )V r

α−α
(N)( )V r

α−α α α α

α α α

= − +
+

(N)
1 1 1

2 2 2

( ) ( ; , )
( ; , ),

V r U f r B a
U f r B a

его типичные графики показаны на рис. 5а.
Для ядра 9Be (системы α + n + α) с радиус-векто-
рами α-кластеров   и радиус-вектором ней-
трона  координаты Якоби равны

(23)

Для ядра 10Be (системы α + n + n + α) использова-
лись координаты Якоби

(24)

rα


1
, rα


2

rα


( )x y r r rα α α α= − = − +      
2 1 1 2

1, .
2nr r

( ) ( )
x y

r r

α α

α α

= − = −

= + − +

     

   
2 1 2 1

1 2 2 1

, ,
1 1 .
2 2

n n

n n

r r r r

z r r

Рис. 4. (а) Схемы уровней энергии протонов ядра 7Be
в оболочечной модели деформированного ядра с па-
раметром квадрупольной деформации 
сплошные отрезки − занятые уровни, штриховой −
свободный. (б) Плотности вероятности (в логариф-
мическом масштабе) в цилиндрических координатах
(по горизонтали – ось симметрии) для двух заполнен-
ных уровней протонов с квантовыми числами модуля
проекции полного углового момента нуклона на ось
симметрии ядра  (внизу) и  (вверху).
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Рис. 5. а) Графики псевдопотенциала (22) взаимодей-
ствия двух α-кластеров в ядрах 9Be (сплошная линия)
и 10Be (штриховая линия) б) Зависимости нормиро-

ванного логарифма пропагатора  от мнимого
времени  для ядер 9Be (кружки) и 10Be(точки), пря-
мые – результаты линейной регрессии, примененной
к линейному участку графика.
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Вычисление плотности вероятности по формуле (5)
с потенциальной энергией, симметричной по отно-
шению к перестановке α-кластеров (и нейтронов
для ядра 10Be), дает координатную волновую функ-
цию, симметричную по отношению к перестановке
α-кластеров (и нейтронов для ядра 10Be).

Экспериментальные значения энергии разде-
ления ядер 9Be и 10Be на α-кластеры и нейтроны
равны 1.57 МэВ для ядра 9Be и 8.38 МэВ для ядра
10Be [25]. Результаты расчетов пропагатора для

 траекторий с шагом сетки  по-
казаны на рис. 5б. С помощью линейной регрессии,
примененной к линейному участку графика, были
получены близкие к экспериментальным значения

 МэВ и  МэВ соот-
ветственно. Значения параметров потенциала
(22) составили:  = 3.73 фм,  = 2.71 фм,  =
=  aα2 = 0.512 фм, Uα2 = 38 МэВ для обоих ядер,

= ⋅ 77 10n Δτ = 0.01

= − ±0 1.57 0.3E = − ±0 8.3 0.7E

α1B α2B α1a

Uα1 = 27.44 МэВ для 9Be и Uα1 = 33 МэВ для 10Be.
Небольшие различия в значениях последнего па-
раметра можно объяснить различной поляриза-
цией α-кластеров в ядрах 9Be и 10Be. Графики
псевдопотенциалов (22) для ядер 9Be и 10Be пока-
заны на рис. 5а, пропагаторы показаны на рис. 5б.
Потенциалы взаимодействия α-кластеров с от-
талкивательным кором, подобные, показанным
на рис. 5а рассматривались в работах [29, 30].

Распределение плотности вероятности для
трехтельных конфигураций 9Be (α + n + α) пока-
зано на рис. 6. Наибольшую вероятность имеет
конфигурация с валентным нейтроном между
α-кластерами α + n + α, конфигурация α + 5Не
имеет меньшую вероятность. Для веса  конфи-
гурации α + 5Не можно использовать оценку

(25)

w

( )−= θ θ Ψ θ 21 2 2sin , , ,
G

w C dxdyd x y x y

Рис. 6. Топография (в логарифмическом масштабе) плотности вероятности  основного состояния ядра
9Bе для  = 30. Указаны векторы  в координатах Якоби и примеры положения нейтронов (маленькие кружки) и
α-кластеров (большие кружки). Наибольшую вероятность имеет конфигурация 1 с валентным нейтроном между
α-кластерами α + n + α, конфигурация 2 α + 5Не имеет меньшую вероятность.
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где  ‒ угол между векторами  

(26)

и область G – множество точек ( ), удовлетво-
ряющих условиям  при  и

 при  Для значений пара-
метров  фм,  фм расчет дал оценку

θ x, y,

( )
∞ ∞ π

= θ θ Ψ θ   22 2

0 0 0

sin , , ,C dxx dyy d x y

 ,x y
θ >cos 2y x ≤ ≤0 x d

θ > −cos 2y x c > .x d
= 2c = 5d

 которая согласуется с эксперимен-
тальным значением  из работы [31].

Распределение плотности вероятности для че-
тырехтельных конфигураций 10Be (α + n + n α)
показано на рис. 7. Видно, что наибольшую веро-
ятность имеет конфигурация с близко располо-
женными валентными нейтронами (динейтрон-
ным кластером n2) между α-кластерами (α + n2 + α),

≈theor 0.27,w
≈exp 0.25w

Рис. 7. Топография (в логарифмическом масштабе) плотности вероятности  (а, в) основного состояния
ядра 10Bе при  18 в координатах Якоби , для частной конфигурации   (б) при  (а) и  (в)
с примерами положения нейтронов (маленькие кружки) и α-кластеров (большие кружки). Наибольшую вероятность
имеет конфигурация 1 с валентными нейтронами (динейтронным кластером n2) между α-кластерами (α + n2 + α),
конфигурация 2 (α + 6Не) менее вероятна.
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конфигурация α + 6Не имеет меньшую вероят-
ность.

Представленные на рис. 6, 7 модели согласу-
ются с представлениями о форме ядер 9, 10Be как о
ядерной молекуле [32–35], состоящей из двух
α-кластеров и внешних (валентных) нейтронов.

Результаты расчетов состояний нейтронов в
двуцентровой оболочечной модели ядер 9, 10Be
представлены на рис. 8. Распределение плотности
вероятности двух низших заполненных уровней
соответствует нуклонам в двух близких видоизме-
ненных (поляризованных) α-кластерах. Распреде-

ление плотности вероятности для третьего уровня
сходно с распределениями валентных нейтронов
на рис. 6, 7. Таким образом, и модель ядерной мо-
лекулы и оболочечная модель объясняют положи-
тельное значение параметра квадрупольной де-
формации ядер 9, 10Be.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Предложенный поход к расчетам характери-

стик основного состояния ядер 6, 7, 9, 10Be может
служить полезным дополнением к существую-
щим более сложным теоретическим методам. Он
позволяет достаточно просто определить зависи-
мость энергии основного состояния от парамет-
ров потенциалов и вероятности различных кон-
фигураций составляющих систему частиц.
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Рис. 8. (а) Энергии занятых нейтронных уровней ядер
9,10Be в оболочечной двуцентровой модели в зависи-
мости от расстояния R между центрами двух потен-
циальных ям типа Вудса–Саксона, сплошная кривая
для  штриховая и штрих-пунктирная кри-
вые для  (б, в) Плотности вероятности (в
логарифмическом масштабе) в цилиндрических ко-
ординатах (по горизонтали – ось симметрии) для
трех низших уровней нейтронов для R = 3 (б) и
R = 4 фм (в).
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